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΄Ασκηση 1. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση.

Να δείξετε ότι :

〈f(~x), ~x〉 = 0, ∀ ~x ∈ E ⇐⇒ f∗ = −f
Αν f∗ = −f , ποιές είναι οι πραγµατικές ιδιοτιµές της f ;

Λύση. ΄Εστω f∗ = −f και ~x ∈ E. Τότε :〈
f(~x), ~x

〉
=
〈
~x, f∗(~x)

〉
=

〈
~x,−f(~x)

〉
= −

〈
~x, f(~x)

〉
= −

〈
f(~x), ~x

〉
=⇒ 2 ·

〈
f(~x), ~x

〉
= 0 =⇒

〈
f(~x), ~x

〉
= 0

Αντίστροφα έστω 〈f(~x), ~x〉 = 0, ∀ ~x ∈ E. Τότε για κάθε ~x, ~y ∈ E έχουµε :〈
f(~x+ ~y), ~x+ ~y

〉
= 0 =⇒

〈
f(~x), ~x

〉
+
〈
f(~x), ~y

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
+
〈
f(~y), ~y

〉
= 0

=⇒
〈
f(~x), ~y

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
= 0

=⇒
〈
~x, f∗(~y)

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
= 0

=⇒
〈
f∗(~y), ~x

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
= 0

=⇒
〈
f∗(~y) + f(~y), ~x

〉
= 0, ∀~x ∈ E

=⇒ f∗(~y) = −f(~y), ∀~x ∈ E

=⇒ f∗ = −f

Υποθέτουµε ότι f∗ = −f και έστω λ µια ιδιοτιµή της f . Συνεπώς υπάρχει ένα µη-µηδενικό διάνυσµα

~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = λ~x. Τότε :

0 =
〈
f(~x), ~x

〉
=
〈
λ~x, ~x

〉
=⇒


λ ·
〈
~x, ~x

〉
= 0

~x 6= ~0
=⇒ λ = 0

Εποµένως αν f∗ = −f τότε η µόνη πραγµατική ιδιοτιµή της f είναι : λ = 0. 2
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΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3
εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο.

΄Εστω f : R3 −→ R3
η µοναδική γραµµική απεικόνιση της οποίας ο πίνακας στην κανονική ϐάση

του R3
είναι ο πίνακας

A =

2 1 4
3 0 3
4 2 1


Να προσδιοριθεί η προσαρτηµένη απεικόνιση f∗ : R3 −→ R3

της f .

Λύση. Από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι ο πίνακας της f∗ σε µια ορθοκανονική ϐάση B είναι ο ανάστρο-

ϕος του πίνακα της f στην B, δηλαδή

Μ
B
B(f

∗) = t
Μ

B
B(f)

Αφού η κανονική ϐάση B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} του R3
είναι ορθοκανονική έπεται ότι

Μ
B
B(f

∗) = t
Μ

B
B(f) =

tA =

2 3 4
1 0 2
4 3 1


΄Εστω (x, y, z) ∈ R3

. Τότε :2 3 4
1 0 2
4 3 1

 ·
xy
z

 =

2x+ 3y + 4z
x+ 2z

4x+ 3y + z

 =⇒ f∗(x, y, z) = (2x+ 3y + 4z, x+ 2z, 4x+ 3y + z)

∆εύτερος Τρόπος: Από το πίνακα A έχουµε ότι ο τύπος της f είναι

f(x, y, z) = (2x+ y + 4z, 3x+ 3z, 4x+ 2y + z), ∀(x, y, z) ∈ R3

΄Εστω (x, y, z), (x1, y1, z1) ∈ R3
. Τότε έχουµε :〈

(x1, y1, z1), f
∗(x, y, z)

〉
=

〈
f(x1, y1, z1), (x, y, z)

〉
=

〈
(2x1 + y1 + 4z1, 3x1 + 3z1, 4x1 + 2y1 + z1), (x, y, z)

〉
= 2x1x+ y1x+ 4z1x+ 3x1y + 3z1y + 4x1z + 2y1z + z1z

= x1(2x+ 3y + 4z) + y1(x+ 2z) + z1(4x+ 3y + z)

=
〈
(x1, y1, z1), (2x+ 3y + 4z, x+ 2z, 4x+ 3y + z)

〉
για κάθε (x1, y1, z1) ∈ R3

. ΄Αρα η προσαρτηµένη απεικόνιση f∗ : R3 −→ R3
της f είναι

f∗(x, y, z) = (2x+ 3y + 4z, x+ 2z, 4x+ 3y + z), ∀(x, y, z) ∈ R3 2

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3
εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο.

΄Εστω f : R3 −→ R3
µια γραµµική απεικόνιση για την οποία ισχύει :

f(1, 0, 1) = (1, 4, 1), f(1, 0,−1) = (−3, 0, 3), f(0, 1, 0) = (2,−1, 2)

Να προσδιορισθεί η προσαρτηµένη απεικόνιση f∗ : R3 −→ R3
της f .
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Λύση. Το σύνολο C = {(1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 1, 0)} αποτελεί ϐάση του R3
η οποία όµως δεν είναι

ορθοκανονική. ΄Αρα αφού γνωρίζουµε τη τιµή της f στα διανύσµατα της ϐάσης C Θα ϐρούµε το πίνακα

της f στη κανονική ϐάση B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} του R3
. ΄Εχουµε :

(1, 0, 0) = 1
2 · (1, 0, 1) +

1
2 · (1, 0,−1) + 0 · (0, 1, 0)

(0, 1, 0) = 0 · (1, 0, 1) + 0 · (1, 0,−1) + 1 · (0, 1, 0)

(0, 0, 1) = 1
2 · (1, 0, 1) + (−1

2) · (1, 0,−1) + 0 · (0, 1, 0)
και άρα

f(1, 0, 0) = 1
2 · f(1, 0, 1) +

1
2 · f(1, 0,−1) = (12 , 2,

1
2) + (−3

2 , 0,
3
2) = (−1, 2, 2)

f(0, 1, 0) = 1 · f(0, 1, 0) = (2,−1, 2)

f(0, 0, 1) = 1
2 · f(1, 0, 1) + (−1

2) · f(1, 0,−1)) = (12 , 2,
1
2) + (32 , 0,−

3
2) = (2, 2,−1)

Εποµένως ο πίνακας της f στη κανονική ϐάση B του R3
είναι

A = Μ
B
B(f) =

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1


Υπενθυµίζουµε ότι

Θεωρία: Μια γραµµική απεικόνιση f : E −→ E µεταξύ Ευκλείδειων χώρων πεπερασµένης διά-

στασης είναι αυτοπροσαρτηµένη αν και µόνο αν ο πίνακας της f σε µια ορθοκανονική ϐάση B είναι

συµµετρικός, δηλαδή:

f = f∗ ⇐⇒ Μ
B
B(f) =

t
Μ

B
B(f)

Εποµένως αφού ο πίνακας A είναι συµµετρικός έπεται ότι f = f∗ και άρα η προσαρτηµένη απεικόνιση

f∗ : R3 −→ R3
της f είναι ακριβώς η ίδια η f . 2

∆εύτερος Τρόπος: Παρατηρούµε ότι η ϐάση C είναι ορθογώνια αλλά όχι ορθοκανονική. Για να

κάνουµε την C ορθοκανονική διαιρούµε κάθε διάνυσµα της ϐάσης C µε το µήκος του και έτσι αποκτούµε

την ορθοκανονική ϐάση

D =
{ 1√

2
(1, 0, 1),

1√
2
(1, 0,−1) (0, 1, 0)

}
Υπολογίζουµε την f στην ορθοκανονική ϐάση D:

f( 1√
2
(1, 0, 1)) = 1√

2
f(1, 0, 1) = 1√

2
(1, 4, 1)

f( 1√
2
(1, 0,−1)) = 1√

2
f(1, 0,−1) = 1√

2
(3, 0,−3)

f(0, 0, 1) = (2,−1, 2)
και κατόπιν εκφράζουµε τα διανύσµατα αυτά ως γραµµικό συνδυασµό της ορθοκανονικής ϐάσης D:

f( 1√
2
(1, 0, 1)) = 1 1√

2
(1, 0, 1) + 0 1√

2
(1, 0,−1) + 2

√
2(0, 1, 0)

f( 1√
2
(1, 0,−1)) = 0 1√

2
(1, 0, 1)− 3 1√

2
(1, 0,−1) + 0

√
2(0, 1, 0)

f(0, 0, 1) = 2
√
2 1√

2
(1, 0, 1) + 0 1√

2
(1, 0,−1)− 1

√
2(0, 1, 0)
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Εποµένως ο πίνακας της f στην ορθοκανονική ϐάση D είναι :

Μ
B
B(f) =

 1 0 2
√
2

0 −3 0

2
√
2 0 −1


ο οποίος είναι συµµετρικός. Εποµένως ϑα έχουµε f∗ = f .

΄Ασκηση 4. Στον Ευκλείδειο χώρο M2×2(R) εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο

〈A,B〉 = Tr(A · tB)

ϑεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : M2×2(R) −→ M2×2(R), f
(
x y
z w

)
=
( x z
y w

)
Να εξετάσετε αν η f είναι : (α) ισοµετρία, και (β) αυτοπροσαρτηµένη.

Λύση. ΄Εχουµε :

‖f
(
x y
z w

)
‖ = ‖

( x z
y w

)
‖ =

√
Tr[
( x z
y w

)
·
(
x y
z w

)
] =

√
Tr[
( x2+z2 xy+zw
yx+wz y2+w2

)
] =

√
x2 + y2 + z2 + w2

και

‖
(
x y
z w

)
‖ =

√
Tr[
(
x y
z w

)
·
( x z
y w

)
] =

√
Tr[
( x2+y2 xz+yw
zx+wy z2+w2

)
] =

√
x2 + y2 + z2 + w2

Εποµένως η f είναι ισοµετρία.

Η κανονική ϐάση

B =
{
E1 =

(
1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =

(
0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)}
στον M2×2(R) είναι προφανώς ορθοκανονική. Τότε ο πίνακας της f στη ϐάση B είναι

f
(
1 0
0 0

)
=
(
1 0
0 0

)
= 1 · E1 + 0 · E2 + 0 · E3 + 0 · E4

f
(
0 1
0 0

)
=
(
0 0
1 0

)
= 0 · E1 + 0 · E2 + 1 · E3 + 0 · E4

f
(
0 0
1 0

)
=
(
0 1
0 0

)
= 0 · E1 + 1 · E2 + 0 · E3 + 0 · E4

f
(
0 0
0 1

)
=
(
0 0
0 1

)
= 0 · E1 + 0 · E2 + 0 · E3 + 1 · E4

=⇒ A = Μ
B
B(f) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



Παρατηρούµε όµως ότι ο πίνακας A είναι A : ορθογώνιος =⇒ f : ισοµετρία

A : συµµετρικός =⇒ f : αυτοπροσαρτηµένη

΄Αρα η f είναι ισοµετρία και f∗ = f . 2

Παρατήρηση. Η ΄Ασκηση 4 γενικεύεται ως εξής :

• ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος Mn×n(R) εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο

〈A,B〉 = Tr(A · tB)

ϑεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : Mn×n(R) −→ Mn×n(R), f(A) = tA

Τότε η f είναι αυτοπροσαρτηµένη και ισοµετρία.
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Λύση. Για κάθε n× n πίνακα A ϑα έχουµε :

〈f(A), f(A)〉 = 〈tA, tA〉 = Tr(tA · t(tA)) = Tr(tA ·A)

Επειδή, όπως γνωρίζουµε Tr(A ·B) = Tr(B ·A), η προηγούµενη σχέση γράφεται :

〈f(A), f(A)〉 = Tr(tA ·A) = Tr(A · tA) = 〈A,A〉

και άρα η f είναι ισοµετρία. Ιδιαίτερα ϑα έχουµε ότι

(1) f−1 = f∗

Παρατηρούµε ότι, επειδή f2(A) = f(f(A)) = f(tA) = t(tA) = A, ϑα έχουµε :

f2 = IdMn×n(R)

απ΄ όπου έπεται ότι

(2) f−1 = f

Από τις (1) και (2) έπεται ότι :

f∗ = f

και άρα η f είναι αυτοπροσαρτηµένη.

Η ΄Ασκηση 4 είναι η ειδική περίπτωση n = 2 του παραπάνω αποτελέσµατος.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. ΄Εστω f, g : E −→ E δύο γραµµικές

απεικονίσεις, και λ, µ ∈ R. Να δείξετε ότι :

(1) (λf + µg)∗ = λf∗ + µg∗.
(2) (f∗)∗ = f .

Λύση. ΄Εστω ~x, ~y ∈ E. Τότε :〈
~x, (λf + µg)∗(~y)

〉
=

〈
(λf + µg)(~x), ~y

〉
=

〈
λf(~x) + µg(~x), ~y

〉
=

〈
λf(~x), ~y

〉
+
〈
µg(~x), ~y

〉
= λ

〈
f(~x), ~y

〉
+ µ

〈
g(~x), ~y

〉
= λ

〈
~x, f∗(~y)

〉
+ µ

〈
~x, g∗(~y)

〉
=

〈
~x, λf∗(~y)

〉
+
〈
~x, µg∗(~y)

〉
=

〈
~x, λf∗(~y) + µg∗(~y)

〉
=

〈
~x, (λf∗ + µg∗)(~y)

〉
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Εφόσον η παραπάνω ισότητα ισχύει για κάθε ~x ∈ E τότε προκύπτει ότι

(λf + µg)∗(~y) = (λf∗ + µg∗)(~y), ∀~y ∈ E =⇒ (λf + µg)∗ = λf∗ + µg∗

Για το δεύτερο ερώτηµα έχουµε :〈
~x, (f∗)∗(~y)

〉
=
〈
f∗(~x), ~y

〉
=
〈
~x, f(~y)

〉
, ∀~x ∈ E

και άρα (f∗)∗(~y) = f(~y) για κάθε ~y ∈ E. Εποµένως : (f∗)∗ = f . 2

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και

f, g : E −→ E

δύο γραµµικές απεικονίσεις.

(1) Να δείξετε ότι : (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.
(2) Η f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον η f∗ είναι ισοµορφισµός, και τότε :

(f∗)−1 = (f−1)∗

Λύση. (1) Για τυχόντα διανύσµατα ~x, ~y ∈ E, ϑα έχουµε :

〈~x, (f ◦ g)∗(~y)〉 = 〈(f ◦ g)(~x), ~y〉 = 〈f(g(~x)), ~y〉 = 〈g(~x), f∗(~y)〉 = 〈~x, g∗(f∗(~y))〉 = 〈~x, (g∗ ◦ f∗)(~y)〉
Επειδή η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε ~x ∈ E, έπεται ότι : (f ◦ g)∗(~y) = g∗(f∗(~y)) =
(g∗ ◦ f∗)(~y), ∀~y ∈ E. Εποµένως :

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗

(2) Αν η f είναι ισοµορφισµός, τότε επειδή f ◦ f−1 = IdE = f−1 ◦ f , από το (1) και λαµβάνοντας

υπ΄ όψιν ότι Id∗E = IdE, ϑα έχουµε :

(f ◦ f−1)∗ = Id∗E = (f−1 ◦ f)∗ =⇒ (f−1)∗ ◦ f∗ = IdE = f∗ ◦ (f−1)∗

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι η f∗ είναι ισοµορφισµός και

(f∗)−1 = (f−1)∗

Αντίστροφα αν η f∗ είναι ισοµορφισµός, τότε υπάρχει γραµµική απεικόνιση g : E −→ E έτσι

ώστε :

f∗ ◦ g = IdE = g ◦ f∗

Τότε όπως παραπάνω ϑα έχουµε :

(f∗ ◦ g)∗ = Id∗E = (g ◦ f∗)∗ =⇒ g∗ ◦ (f∗)∗ = IdE = (f∗)∗ ◦ g∗

Από την ΄Ασκηση 5, έχουµε (f∗)∗ = f και άρα η παραπάνω σχέση γράφεται :

g∗ ◦ f = IdE = f ◦ g∗

Τότε προφανώς η f είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E −→ E µια

γραµµική απεικόνιση, έτσι ώστε : f∗ = −f .
(1) Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση IdE + f : E −→ E είναι ισοµορφισµός.

(2) Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση (IdE − f) ◦ (IdE + f)−1 : E −→ E είναι ισοµετρία.

Λύση. Αφού f∗ = −f από την ΄Ασκηση 1 γνωρίζουµε ότι 〈f(~x), ~x〉 = 0, ∀~x ∈ E, και η µοναδική

πραγµατική ιδιοτιµή είναι η λ = 0.



7

(1) Υποθέτουµε αντίθετα ότι η γραµµική απεικόνιση IdE + f : E −→ E δεν είναι ισοµορφισµός.

Τότε ο πυρήνας της IdE + f δεν είναι ο τετριµένος, δηλαδή Ker(IdE + f) 6= {~0} και άρα

υπάρχει ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~u ∈ E έτσι ώστε

(IdE + f)(~u) = 0 =⇒ ~u+ f(~u) = 0 =⇒ f(~u) = −~u

Συνεπώς : λ = −1 αποτελεί ιδιοτιµή της f . Αυτό όµως είναι άτοπο αφού η µοναδική πραγµα-

τική ιδιοτιµή της f είναι µόνο η λ = 0. Εποµένως η γραµµική απεικόνιση IdE + f : E −→ E

είναι ισοµορφισµός.

(2) ΄Εστω ~x ∈ E. Θα δείξουµε ότι

‖~x‖2 = ‖(IdE − f) ◦ (IdE + f)−1(~x)‖2

Αφού η γραµµική απεικόνιση IdE+f : E −→ E είναι ισοµορφισµός έχουµε : ~x = (IdE+f)(~y)
για κάποιο ~y ∈ E. Εποµένως από τη παραπάνω σχέση αρκεί να δείξουµε ότι

‖(IdE + f)(~y)‖2 = ‖(IdE − f) ◦ (IdE + f)−1 ◦ (IdE + f)(~y)‖2 = ‖(IdE − f)(~y)‖2

΄Εχουµε :

‖(IdE + f)(~y)‖2 =
〈
(IdE + f)(~y), (IdE + f)(~y)

〉
=

〈
~y + f(~y), ~y + f(~y)

〉
=

〈
~y, ~y
〉
+
〈
f(~y), f(~y) + 2 ·

〈
~y, f(~y)

〉〉
=

〈
~y, ~y
〉
+
〈
f(~y), f(~y)

〉
διότι

〈
~y, f(~y)

〉
= 0 για κάθε ~y ∈ E, και παρόµοια υπολογίζουµε :

‖(IdE − f)(~y)‖2 =
〈
(IdE − f)(~y), (IdE − f)(~y)

〉
=

〈
~y − f(~y), ~y − f(~y)

〉
=

〈
~y, ~y
〉
+
〈
f(~y), f(~y)− 2 ·

〈
~y, f(~y)

〉〉
=

〈
~y, ~y
〉
+
〈
f(~y), f(~y)

〉
Συνεπώς

‖(IdE + f)(~y)‖2 = ‖(IdE − f)(~y)‖2

και άρα η γραµµική απεικόνιση (IdE − f) ◦ (IdE + f)−1 : E −→ E είναι ισοµετρία. 2

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

µια γραµµική απεικόνιση. Να δείξετε ότι :

(1) Ker(f∗) = Im(f)⊥.
(2) Ker(f) = Im(f∗)⊥.
(3) Im(f∗) = Ker(f)⊥.
(4) Im(f) = Ker(f∗)⊥.
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(5) Αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε :

f(V) ⊆ V ⇐⇒ f∗(V⊥) ⊆ V⊥

Λύση. (1) ΄Εχουµε :

Im(f)⊥ =
{
~x ∈ E |

〈
~y, ~x
〉
= 0 για κάθε ~y ∈ Im f

}
=

{
~x ∈ E |

〈
f(~z), ~x

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E |

〈
~z, f∗(~x)

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E | f∗(~x) = ~0

}
= Ker (f∗)

(2) ΄Εχουµε :

Im(f∗)⊥ =
{
~x ∈ E |

〈
~x, ~y
〉
= 0 για κάθε ~y ∈ Im f∗

}
=

{
~x ∈ E |

〈
~x, f∗(~z)

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E |

〈
f(~x), ~z

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E | f(~x) = ~0

}
= Ker (f)

(3) Από το (2) έπεται ότι : Im(f∗) = (Im(f∗)⊥)⊥ = Ker (f)⊥.

(4) Χρησιµοποιώντας το (1) έχουµε : Im (f) = (Im (f)⊥)⊥ = Ker (f∗)⊥.
(5) Υποθέτουµε ότι f(V) ⊆ V και έστω ~x ∈ V⊥. Θα δείξουµε ότι f∗(~x) ∈ V⊥. ΄Εστω ~v ∈ V. Τότε〈

~v, f∗(~x)
〉
=
〈
f(~v), ~x

〉
= 0

διότι ~x ∈ V⊥ και f(~v) ∈ V. Συνεπώς :

f∗(V⊥) ⊆ V⊥

Υποθέτουµε αντίστροφα ότι f∗(V⊥) ⊆ V⊥, δηλαδή

〈
~v, f∗(~x)

〉
= 0 για κάθε ~v ∈ V και ~x ∈ V⊥.

Τότε :〈
~v, f∗(~x)

〉
= 0 ∀~x ∈ V⊥ =⇒

〈
f(~v), ~x

〉
= 0 ∀~x ∈ V⊥ =⇒ f(~v) ∈ (V⊥)⊥ = V

και άρα

f(V) ⊆ V 2


